Eléments de correction des exercices du chapitre 8 1

EXERCICEN®1:

16
1page129duLIVRE:a=?;b=2e ;e=1.

2 page 129 du LIVRE : D = |1 ; + co[ . @¥ =1 +1nl) = pnx=1) 5 glnba
4page129duLIVRE:a)IR*;b)]—OO;1[;c)]3;+00[;d)]—1;0[D]0;+oo[;e)]0;1[D]1;+oo[.
5page 129 du LIVRE:a)]-o;-4[0]0;+[; b)R\{1;2};c)R\{1;1}d)]2;3].

6 page 129 du LIVRE : a) ]0; + o[ ; b) IR ;¢)]-1; +oo[ ; d) -0 ;- 1[ O ]1; + oo[.

EXERCICE N° 2 : Extrait de I’épreuve du concours EFREI (mai 2010)
11
1)a.10; +cof : FAUX; b. R : FAUX; e. R\ {-2; 5} : vRaL.

1
Penser & la condition : 2x* +E zlcarin1=0!

I1) a. 2In(6) : FAUX ; b. n’existe pas : VRAI car 3-4/10<0; c. 0 : FAUX.

EXERCICE N° 3 : Extrait de I’épreuve du concours ESIEE (mai 2010)

(A) In(e*+1)=x+1:FAUX (Ox>0,x+1=In(e" et en général e 1 ze*+ 1) ;

(B) In(e**") =x+e: FAUX (Ox>0,In(e* )=x+1);

(C) e *V=x+1:VRAI;(D)e!""™™=x+e : FAUX car Dx >0, e**'"¥ = ex et ex¢x+esaufsix=z;

(E) e"¢) = ** M) FAUX car €€ = xe¥ et €M) = ¥ x ¥ = e et Ox >0, 0na: e > x.

EXERCICEN® 4 :

8 page 129 du LIVRE : a) S = {In(3) — 2}; b)D=IR\{-1}etS={1 I_nﬁ]z ;c)S={In4};d)S={In(ez—l)}.
1 1 1
9 page 129 du LIVRE:a)S=]O;e[;b)S=[e2;+00[;c)S=[E;ez];d)D=]E;+oo[etS=] 2J;‘c",-+oo[.

11 page 129 du LIVRE: a)D=]2;+ o[ etS={3};b)D=]-;-2[etS= {-4}.
13 page 129 du LIVRE : Corrigé dans le livre page 470.

EXERCICE N° 5 : Résoudre chacune des inéquations suivantes :

1)a.]-3;2[;b.D=10;+x[etS=]e>;e’[;c.D=RetS=]-o;In2[.
2)a.D=]2;+o[etS=]2;3];b.D=]-00;-3[0]2;+[etS=[-4;-3[0]2;3].

EXERCICEN®6:

1 1
63 page 135 du LIVRE:1)D=]0;+oo[et5={z;e3};2)D=]0;+oo[et$=]0;;] 0 [e3; + ool.
65 page 135 du LIVRE :

. 1

a)D=R. Six<O0, ona|x| =-xetontrouve S;=]-0;-e’[ [ ]—;;0[.
, 1 3
S|x>0,ona|x| =xetontrouve$z=]0;g[D]e ;oo

D'oU:S=]-00;-e3[D]-%;O[D]O;%[D]eg'}*'w[-
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Remarque : on peut aussi raisonner en une seule étape et poser X = /n| x| ... Si vous étes a l'aise avec les
valeurs absolues ...

b)D=IRetS=]-1n3;In2[.

66 page 135 du LIVRE :

On doit avoirx>0ety >0.

On trouve en résolvant le systeme d'inconnues X=InxetY=Iny:X=3etY=1.

S={(x;y)=(e’; e

EXERCICEN® 7 :

5
1)A=3|n3;B=|n(3)—4|n2;C=EIn3;D=O;E=6.

2)a)In(6)=a+b;In(9)=2b; In@)ﬂ:—b; In (1—12j=-20-b; In(\/ﬁ)=a+%b et In(72) =3a + 2b.

b)A=In2;B=18In2.

EXERCICE N° 8 : Extrait de I’épreuve du concours EFREI (mai 2010)

a. 2In(e® + 1) — 2x : VRAI (mettre e ** en facteur) ;
b. 4xIn(2e”) : FAUX (ContreEX : f(0) = 2In2 et 4 x 0 x In(2 x 1) = 0) ;
c. 2 : FAUX (f(0) = 2In2 # 2).

EXERCICEN°9:

15 page 129 du LIVRE : a = 2In5 + In2 ; b=4In2 - 2In5; ¢ = 3In5 + In2.
18 page 130 du LIVRE : a=-In3; b = In5.

20 page 130 du LIVRE : @) ]1; + o[ ; b) ]1; + oo].

21 page 130 du LIVRE :

In100
a)nin2<In100 = n< n

~ In2
In(0,01)
-In3

car In2 >0 et on trouve que n est un entier naturel tel que 0 <n <6.

b)n> et on trouve que n est un entier naturel tel que n 2 5.

In(0,2)
In(0,4)

c) In(0,2) 2 nin(0,4) = <ncarin(0,4) <0 et on trouve que n est un entier naturel tel que n 2 2.

d) et on trouve que n est un entier naturel tel que n 2 24.

S In2
M 21n(1,03)
22 page 130 duLIVRE:a)D=]0;+c[etS=0;b)D=]0;+o[etS=0.

1 1
25page130duLIVRE:a)D=]1;5[etS=[2;4];b)D=]§;+oo[etS=]§;1].

EXERCICE N° 1 : Extrait de I’épreuve du concours ESIEE (mai 2010)

Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant :
Soit (up) une suite géométrique de premier terme ug = 1 et de raison g [J]0 ; + oo[.
OnnoteS,=ug+ Uy + ... + u,. Alors :

(A) S’il existe n J IN tel que u, > 2000, alorsg>1:
VRAI (Par I'absurde : si0< g <1,alors: 0n 0N, u,=g" < 1, ce qui contredit I'hypothése).
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1
(B) Sig<1,alorsil existe n JIN tel que 0 < u,,<E:VRAI (car lim g¢"=0vuque0<qg<1).
n - +o0
n+1

(C)Sig>1,alors lim S,7=+00:VRAIcarS,,=Lq

cargz1l.
n — + o 1-

1
(D) Si lim Sn=2,alorsq=E:VRAI car
n - +o0

. . . . 1 s
sig=1,onprouveque lim S,=+metsi0<qg<1,onprouveque lim S,,=fqet on en déduit que
n - + 0o n — +o0

q:

S

5

(E) Sig=2,alorsS;=15:FAUX carsig=2,alors S, = 1.2 - 31.

EXERCICE N° 2 : Extrait de I’épreuve du concours FESIC (mai 2010)

Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant :

. . e 1
On considere la suite u définie par ug =5 et, pournOIN, up+1 =\/§uﬁ .

On admettra que quel que soitn JIN, ona u, > 0.
On considere alors la suite v définie par v, = In(\/Eu,,).

a. La suite v est géométrique : VRAI (on prouve que : On OIN, v,+1=2v,) ;
1
b. vio = - 512 x In(2) : VRAI (vyo = 2*%g = 2'% x ( Ejln(z)) ;

n n n+1
1_
c. Quel que soitn OIN, > ve=(In2)(1—2") : FAUX car > v, = (- In(\/E) X >
k=0 k=0
3[2 1 1 1 1

22n :FAUXCBFUOXU]_: g =net;:?:1_

d. PourtoutnJIN,onaugx uy X ... x U, =

EXERCICE N° 3 : Annabac 2012 : Exercice 2 pages 64/65 sauf question 3).
Correction pages 71/72/73.

EXERCICE N° 4 : 87 page 138 du LIVRE.

Remarque : on peut démontrer (par récurrence sur n) que : [/n [JIN, u, > 0.

1 . .
1)On0N,ona: vy =2 X Vn Ce qui prouve que (v,) est une suite géométrique de raison r =

Son terme initial est : vg = 1.

N |~

1\" 1\"
Z)DnDIN,ona:vn=(5) etDnDIN,ona:In(u,,)=(Ej + 2.
. 1
3)a) lim v,=0vu que—1<5< 1.
n - +o0
3)b)Ona: lim In(u,) =2 et on utilise ensuite la continuité de la fonction exp au point 2.

n -+

Rappel : Si une suite (v,) converge vers une limite L et s f est continue sur un intervalle contenant L,
alorslasuite (f(v)) converge versf(L).
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EXERCICE N° 5 : Annabac 2012 : Partie B page 205.
Correction pages 211/212/213.

EXERCICEN° 6 :

1.
X 0 e’ + o0
u(x) - 0 +
2. On prouve que g est dérivable sur]J0; + o[ etona: x>0, g'(x) = In(x) — 2 = u(x).
On en déduit, d'aprés 1), le tableau de variations suivant :
X 0 e’ + 0
g'(x) - 0 +
0 + o0
g \
- e2

Remarque : pour déterminer

lim g(x), on pourra mettre x en facteur dans |'expression de g(x).

X - + 0
Conclusion : g est strictement décroissante sur ]0 ; e’] et g est strictement croissante sur [e? ; + oo[.
EXERCICE N° 7 : f est la fonction définie sur ]O ; + oo[ par f(x) = (In(x))z.
1. On prouve que : Iim0+f(x) =+oet lim f(x)=+oo.
X - X - +00
2Inx

2. On prouve que f est dérivable sur]0; + o[ et 1x>0,0ona: f(x) =

3. x>0, f'(x) est du signe de In(x).
Sio0<x<1l,ona:f(x)<0etsix>1,ona:f(x)>0.

f est strictement décroissante sur ]0 ; 1] et f est strictement croissante sur [1 ; + oo[.
4,

X 0 1

) - 0 +

f \

d

& |
<

0 1 ‘

L'axe des ordonnées est asymptote a C et la courbe C admet au point d'abscisse 1 une tangente
horizontale.
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EXERCICE N° 8 : Extrait de Polynésie, septembre 2009
Annabac 2012 : Exercice 4 Partie A et Partie B pages 275/276.
Correction pages 277/278/279/280.

EXERCICE N° 9 : Extrait de I’épreuve du concours EFREI (mai 2010)
On pose : 0 x>0, f(x) = 2In(x) - 1 + x*. L'équation proposée équivaut a résoudre f(x) = 0.

2
On prouve que f est dérivable sur]0; + o[ etona: x>0, fi(x) =;+ 2x.

Onadonc:Ox>0, f'(x)>0.

On prouve que : Iim0+f(x) =-ocoet lim f(x)=+ oo,
X - X - +00

On prouve que f établit une bijection de ]JO ; + oo[ sur ]- oo ; + o[ et grace au théoreme de la bijection, on

prouve que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur IR. D'oUu :
a. 1 solution : VRAI; b. aucune solution : FAUX ; c. deux solutions : FAUX.

EXERCICE N° 10:
Annabac 2012 : Exercice 1 pages 83/84 sauf question 4).
Correction pages 89/90/91/92/93/94.

Annabac 2012 : Exercice 6 pages 237/238 (Correction pages 249/250).
EXERCICE N° 11 : Extrait de I’épreuve du concours EFREI (mai 2010)

lim [In(5e"+1)-5x]=..

X - + 00

a.-o:VRAI ; b.1:FAUX ; c. 0: FAUX.

OxOR:In(5¢*+1)=5x=In(e*(5+e)=5x=In(e*) +In(5+e ) =5x=-4x+In(5+¢e%).

lim (- 4x) = - et on prouve (théoréme par composition) : lim In(5+e™*) =In(5) et.
X - + 0 X - + 00

1
EXERCICE N° 12 : Soit deux fonctions u et v telles que u(x) = x — Inx définie sur ]0 ; + o[ et v(x) = dnx

définiesur]0; 1[ L ]1; + oo].

lim u(x)=+o; lim u(x):onauneF.l. On pourra mettre x en facteur pour lever l'indétermination.
x>0 X — 400

On trouve que : lim u(x) =+ oo,
X - +00

IimO+ (xIn(x)) = 0" et par passage a l'inverse, on obtient : Iimo+ v(x) = - 0.
X — X -

On prouve que :si0<x< 1, xIn(x) <0 etsix>1, xin(x) > 0.

On en déduit : lim v(x)=-o et lim v(x)=+00. Enfin: lim v(x) =0".
X -1 X - 1+ X - +00

EXERCICE N° 13 : 81 page 137 du LIVRE.
1) a) On prouve que : lim (f(x)—x)=0.

X > +00
1) b) h est dérivable et continue sur | par somme de fonctions dérivables et continues sur I.

x+1 L.
Ox0Ol,ona:h'(x) = On prouve que : LIx[1,ona: h'(x) >0, ce qui permet d'en déduire que la
fonction h est strictement croissante sur .

Enfin: lim h(x)=-oet lim h(x)=+ o,
x -0 X - +00

On en déduit que h établit une bijection de ]O ; + o[ sur ]- o ; + oo].
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Comme 0 [ h(]O ; + o[), alors par théoreme de la bijection, on en déduit I'existence d'un unique réel a
appartenantal=]0; + oo[ tel que h(a) = 0.
Enfin : h(0,5) =0,5 +In(0,5) =- 0,193 et h(0,6) = 0,6 + In(0,6) =0,09. Comme h(0,5) <0 < h(0,6) et que h
est strictement croissante sur [0,5 ; 0,6], alors : 0,5 < 0 < 0,6.

h
1)c)x>0,0na :f(x)—x=%.
Comme h est strictement croissante sur | =]0; + o[, alors :
si0<x<0,ona:h(x)<h(a)soith(x)<0; h(a)=0;sia<x ona:h(a)<h(x)soit 0 < h(x).
Commeona:x>>0surl= ]0; + o[, on en déduit le tableau de signes suivant :

X 0 a + o0
flx)—x - 0 +
Position de la courbe C est en dessous de la Poiht C est au-dessus de la
C par rapport a la droite d commun droite d
droite d

2) a) f est dérivable sur I =]0 ; + o[ par quotient (dont le dénominateur ne s'annule pas sur |) et par
somme de fonctions dérivables sur .
X —x+1-2lnx

On prouveque OxOl,ona:f(x)= =

On pose donc : O x>0, g(x) = 1 —2In(x) + x> — x.
3 —x—2 _ (x—1)(3%° +3x +2)

2) b) On prouve que g est dérivablesurlet:xl,ona:g'(x) =

X X
On prouve que : Iim0+ g(x)=+oet lim g(x)=+ .
X - X —- +00
On en déduit le tableau de variations suivant :
X 0 1 + 00
g'(x) - 0 +
+ o0 t oo

1

D'apres le tableau de variations ci-dessus, on en déduit : x>0, g(x) = 1.
L)S()
X
Or, 0x>0,0na:g(x)>0. Le signe de f'(x) sur | dépend donc de celui de x> ou de celui de x.
On prouve que f est strictement croissante sur | =]0 ; + oof.
On prouve que : Iim0+f(x) =-ooet lim f(x)=+oo.

X -

2)c)dx>0,0na:fi(x)=

X - + 00 C
Remarque : pour la limite en 0%, on a une F.I. du type
”00 _ 00", d
Pour lever l'indétermination, on pourra écrire f(x) sous la
forme :
1 Inx
Dx>0,ona:f(x)=;(x2+1+7)

05
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EXERCICEN° 14 .
On pose : x>0, f(x) = x—In(x).
x—1
On prouve que f est dérivable sur]0; + o[ etona: x>0, fi(x) =
On prouve que f est strictement décroissante sur ]0 ; 1] et que f est strictement croissante sur [1 ; + oo].
fadmet donc un minimum en x = 1 qui vaut f(1) = 1.
Onendéduitalors: 0x>0,f(x)21>0 « Ux>0,x—In(x)>0 = x>0, In(x)<x.

EXERCICE N° 15 :
32 page 130 du LIVRE :
ax* + 1 —In(x)

1) On prouve que f est dérivable sur 1 =]0 ; + o[. On prouve que : L x 11, f(x) = 2
2) a) D'apres I'énoncé, la tangente a la courbe C au point d'abscisse 1 est paralléle a la droite d'équation
y=3x+2.

Ces deux droites ont donc le méme coefficient directeur. Or, celui de la tangente en A est f'(1) et celui
de la droite d'équation donnée est 3. On en déduit que : f(1) = 3.

f(1)=3 = a+1=3 = a=2.

2)b)f(1)=a+betA(1;0)0C. Onendéduitque:a+b=0etparsuite: b=-2.

1
3)0x>0,0ona:f(x)=2x-2 +;In(x).
35 page 131 du LIVRE :
Remarque : n UN, donc:[Jn UN, ona:

>0etln ( n ) est défini.

n
n+1 n+1

1) OnOIN', ona: v, = f{n) ol f est la fonction définie sur ]0 ; + oof par f(x) =1

On prouve que : lim f(x) =1 et par suite lim v,=1.
X — + 0 n - +o

Ona: lim v,=1eton utilise ensuite la continuité de la fonction In au point 1.
n - +o0

Rappel : Si une suite (v,,) converge versune limite L et si f est continue sur un intervalle contenant L,
alorslasuite (f(v,)) converge versf(L).

On en déduit que: lim In(v,) = lim u,=1In(1)=0.
n - +ow n - +o

Z)a)DnDIN*,S,,=u1+u2+...+u,,_1+u,,.
On démontre (par récurrence sur n [ IN*) la propriété :
OnON, on pose P(n) : "S,=-In(n +1)".

1
*Pourn=1,0na:S;=u;=1In (Ej =-In(2) et—In(1+1)=-1In(2).

* On suppose P(n) vraie pour un entier n [IN" et on prouve que P(n + 1) est vraie.

n+2
On prouve que : S,+1=-1In(n + 2).

n+1
Sn+1=Sp+Ups1=-In(n+1)+ In( ) par hypothese de récurrence.

* P(1) vraie + hérédité = P(n) vraie pour tout n [ N,
2) b) On prouve que : lim In(x + 1) = + o (par composition) et par suite : lim In(n + 1) = + oo,
X - + 0 n — + o
On en déduit que: lim S,=-o0o0,
n - +o
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EXERCICE N° 1 : On considére la fonction f: x—> (x> + 4x)Inx sur ]0 ; + oo[ et la fonction

g: x—> (x* + 4x)e" sur R.
On développe I'expression de f(x) et on obtient : Iimo+f(x) =0.
X >

On développe I'expression de g(x) et on obtient: lim g(x)=0.

X - -00
EXERCICE N° 2 : Extrait de Antilles-Guyane, septembre 2009
Soit f la fonction définie pour tout nombre réel x de I'intervalle 10 ; 1] par: f(x) =1 + xInx.

1. a. Par croissances comparées, on a: lim (xInx) =0 et par somme, on en déduit que : lim f(x) = 1.
X - 0+
X -0

1.b.x[]0; 1], 0ona:xlnx<0 et on en déduit alors : pour tout nombre réel x [1]0; 1], on a: f(x) < 1.
2.a.0x0]0;1],ona:f(x)=Inx+1.

2. b. L'équation réduite de la tangente a la courbe @ au point d’abscisse 1 est: y = f'(1)(x— 1) + f(1) soit
y=1(x—1) + 1 soit y = x ce qui prouve que la droite T est tangente a la courbe ¢ au point d’abscisse 1.
3. On note g la fonction définie pour tout nombre réel x 1]0; 1] par: g(x) =1 + xInx — x.
a.x[]0;1],ona:g'(x)=Inx.

Ox0]0;1[,ona:g'(x)<0etg'(l) =0, ce qui prouve que la fonction g est strictement décroissante sur
]0; 1]. On prouve (méme si ce n'est pas demandé !) que :Xlim0+ g(x) = 1.

D'ou le tableau de variations de la fonction g :

X 0 1

g'(x)

3.b.0x0]0;1],0ona: g(x)=f(x)—x.
D'apreés le tableau de variations ci-dessus, on a : [l x [1]0; 1], g(x) 2 0 soit f(x) = x. Ceci prouve que la
courbe @ est au-dessus de la droite T sur l'intervalle 10 ; 1].

EXERCICEN° 3 :
37 page 131 du LIVRE: a) + © ; b) + o ; ¢) + co.

1
38 page 131 du LIVRE : a) 0" ; b) + o : on pourra mettre x en facteur ou bien poser X = X (x>0)etona

In(1 + X)

X =1 d'apres le cours.

alors: lim X=0"et lim
X - + X -0

39 page 131 du LIVRE :
a) lim f(x)=1In(2) et lim f(x)=+ oo,

X — - X > + 0
b) * lim f(x)=-1In(3).
X - -0
. o e+1 1 A .
* On commence par démontrer que |im 2+3- 2 On en déduit que : lim f(x) =-In(2).
X - +00 X — + 00

41 page 131 du LIVRE :
a) Iim0+f(x) =-0; lim f(x)=0.

X -+

b) lim f(x)=+00; lim f(x)=+ o0 :on pourra mettre x en facteur.
x -1 X > +00
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1
Q)% lim fix)=+00; Ox>0, ona:f(x)=x+|n(%j eton en déduit: lim fix) = + oo,
X —

X - +00

EXERCICEN° 4 :
1. On considére la fonction f définie sur ]O ; + o[ par f(x) = (x* + 1)In(2x).
lim f(x)=-oco.
X - 0*
2. On consideére la fonction g définie sur ]2 ; + oo[ par g(x) = In(2x — 4) — x* + 2x.
In(2x—4 2
Ox>2,ona:g(x) =X2(L2)— 1 +—).
X X
In(2x — 4)
2

In(2x — 4) _ In(2x—4) 2x-4

On prouve que : lim =0 (Indication : L x> 2, v x4 X2 ).

X - + 0

2
lim (—1+;)=—1eton en déduit que : lim g(x) = - co.

X > +0 X - +00

EXERCICEN®S5:

1) 46 page 132 du LIVRE :
1)0Ox0R,ona:3+e =¢e"(3e*+1).2) lim f(x)=In(3) donc la droite d'équation y = In(3) est
X - -0

asymptote a la courbe C au voisinage de (- ®). lim (f{x) —x) = 0 donc la droite d'équation y = x est
X - +00

asymptote a la courbe C au voisinage de (+ ).
113 page 142 du LIVRE :

+ . | |
1) Voir cours ... 2) lim (e”Inx) =0 car:Dx>O,eXInx=Lf=ﬂxix
X o + 0 e X e
2)a)Ona: lim (e*Inx)=0"et lim (¢*)=0".
X - +00 X —» + 00
1
2)b)Ux>0, ona:f’(x)=-e'x><(ln(x)+1)+e'xx(;+0)=...=e’Xxg(X).

1 1
2)c)Dx>1,ona:;<1«:»;—1<O.Dx>1,ona:—ln(x)<0.

Par somme, on en déduit que : x> 1, g(x) < 0.

2) d) On démontre (de la méme facon que dans la question 2) c)) que: 0<x<1,ona:g(x)>0.

Grace aux résultats des questions précédentes, on en déduit le tableau de variations de la fonction f sur
l'intervalle | :

X 0 1 + 00
f(x) + 0 -
f e
o 0

o N ' . 1 . . .
Le théoreme de la bijection permet de prouver que I'équation f(x) =% admet une solution unique, qui

vaut 1.
2) 34 page 156 du LIVRE : correction page 470 dans le livre.

35 page 156 du LIVRE :

a) lim flx)=+o;

X > +00
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x\3 X 3
e’ e’
b) lim f(x)=+ . On pourra écrire:[Ux>0etx#1,0na:f(x)= R
X - +00 InZ-+1In3
3
X
X e3
En posant X ==, on prouve que lim | —— | =+ oo,
3 X - +00 In {
3
3) 53 page 158 du LIVRE :
1
_ 1 e
a) lim f(x)=1.0n posera X =;(x> 0) et on prouvera que : lim 1 - 1.
X —» + 0 X - + 0 =
X

In2

In2 -
b) lim f(x)=In2.0On posera: X =n7 (x>0) et on prouvera que : L1x >0, f(x) =In2 x € In2
X > + 0 <

X

60 page 159 du LIVRE :
1)a)0x01=]0;+m[,ona :f’(x)=m.
20\
On en déduit que :
f est strictement croissante sur ]0 ; e’] et que f est strictement décroissante sur [e?; + oo[.
1) b) On trouve : Iim0+f(x) =-cet lim f(x)=0".
X -

X — + 00

In(z[x)

Remarque : pour la limite en (+ o), on écrira f(x) sous la forme f(x) = 2 \/— et on posera X =\/;( (x>0).
X

On en déduit le tableau de variations de f:

X 0 e’ + 00
fi(x) + 0 -
f e
- 00 0"
2)T:y=x-1.

2 —In(x) 1 e
3)a)Ux0lL,ona:g'(x)=1-f'(x)=1- = 2x\/x — 2 + Inx) et on trouve la forme indiquée.
)a) g9 =1-fl)=1-"7 7 ZX\/;(\X\/_ ) q

3)b)g'(1) =0.

Sur ]0; + o[, le signe de g'(x) est le méme que celui de Inx + 2()('\/;(— 1).
On prouve que :

sur]O; 1[, Inx<0 etxx/}— 1< 0 et par somme, on en déduit que :

Inx + 2(X\/}— 1) < 0 et par suite g'(x) < 0.

sur]l;+oo[, Inx>0 etX\/;(— 1 >0 et par somme, on en déduit que :
Inx + Z(X\/;(— 1) > 0 et par suite g'(x) > 0.

3) ¢) g(1) = 0. On obtient alors le tableau de variations de g :
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X 0 1 + 00
g'(x) - 0 +
+ o0 + o
g
0

On en déduit, grace a ce tableau que : LI x [ 1, g(x) > 0.
3)d)UxUl,ona:g(x)=(x—1)—f(x) .Onadonc: Ox I, x—12 f(x).

On en déduit que la courbe C est en dessous de la tangente T sur l'intervalle | =]0 ; + oo].
4)

T

EXERCICEN® 6 :

Di=Rcar:Ox0OR,onal+e*>1>0.
* Asymptote au voisinage de (+ o) :

On prouve que : lim (1+ e¥)=1 (composition) puis que lim In(1+¢
X — + 00 X — + 00

continuité de la fonction In sur ]O ; +oo].

On en déduit que : lim (f(x) —x) =0, ce qui prouve que la droite d'équation y = x est asymptote a la
X — +00

courbe ¢ au voisinage de (+ ).
* Asymptote au voisinage de (- o) :
[Ux<0,0ona:

) =0 (composition +

1 e+ 1
f(x)=x+In (1 +?j=x+ln (eT)=x+ln(e2X+ 1) —In(e™) =x+In(e*+1) - 2x =- x + In(e* + 1)

f(x) = (- x) = In(e™ + 1)
On prouve que : lim (e*+1)=1 (composition) puis que lim In(e*+1) =0 (composition + continuité

X > -00 X —» - 00
de la fonction In sur O ; +oo[.
On en déduit que : lim (f{x) — (- x)) = 0, ce qui prouve que la droite d'équation y = - x est asymptote a

X - -0

la courbe & au voisinage de (- «).

EXERCICE N° 7 : On note N le nombre entier 2123
1) log(N) = log(2"**°) = 12 345log(2) et E[12 345log(2) ] = E[log(N)] = 3716.
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2) E[log(N)] = 3716 donc : 3716 < log(N) < 3717 par définition de la partie entiére d'un nombre.

Comme log(10") = n pour tout n 0 Z, alors : log(10°"*®) < log(N) < log(10*’*") et par stricte croissance de
la fonction log sur ]O ; + o[, on en déduit I'encadrement 1037** <N < 10*"Y,

3) 10%"*® est un nombre comportant 3717 chiffres (un chiffre 1 et 3716 zéros), donc I'écriture décimale
de N comporte 3717 chiffres.

EXERCICE N° 8 :

1. 10" est un nombre comportant (n + 1) chiffres (un chiffre 1 et n zéros).

Comme A est supérieur a 10" et inférieur 3 10" *?, alors la partie entiére de A contient (n + 1) chiffres.
On a: log(10") < log(A) < log(10"**) soit n < log(A) < n + 1.

On en déduit que : E[log(A)] = n.

2. log(A) = 4,51 donc: 4 <log(A) <5 = 10*<A <10’ et la partie entiére de A contient donc 5 chiffres.

1
log/[A) = Slog(A) = 2,255 donc : 2 < log\[A) <3 = 10> <A[A < 10%et la partie entiere de /A contient

donc 3 chiffres.
Iog(Alooo) =1000log(A) = 4510 donc: AP = 1010 ot AT g'écrit donc avec 4511 chiffres.

EXERCICEN°9:
50 page 132 du LIVRE :
a)xUDf = In(x)>0 « x>1 « xO]J1;+o00.
x = In(x) est dérivable sur ]O ; + oo[ et est strictement positive sur ]1 ; + o[, alors par théoréme de
composition, on en déduit que la fonction f est dérivable sur ]1 ; + o[ donc a fortiori sur .
1

X 1
Ox 01, ona:f(x) =m=xln(x) .

b)x[UDf « x+1>0etx>0etIn(x)20 = x>-letx>0etx#1 < x0J0;1[0]1;+oo[.
On prouve que x = In(x + 1) est dérivable sur ]- 1 ; + o[ (composition), donc a fortiori sur I.
On a x = In(x) dérivable sur ]0 ; + o[ donc a fortiori sur I.
f est dérivable sur | comme quotient (de dénominateur non nul) de fonctions dérivables sur | .
1 xIn(x)=(x+1)In(x + 1)
I —In(x+1)x=
17 n(x) = Inbe+1) x X x(x+1) _Xin(x) = (x+1)In(x + 1)

Ox O, ona:f(x) = (Inx)?. = (Inx)? - x(x + 1)(Inx)?

52 page 132 du LIVRE :
a)Ona:0Ox0OR,1+e">0etx > 1+e"dérivable surR.

X

e
1+e€"

On en déduit que f est dérivable surlIRet Ox IR, on a: f(x) =

b) Ona: x> e®-e"+ 1 est dérivable sur R.

X*=X+1>0 _ {XDIR

e”-e+1>0 = {X=ex Lcar:OXOR, X*=X+1>0(A=-3<0).

OxOIR, onadonc:e®-e+1>0.

On en déduit que la fonction f (composition) est dérivable sur IR,

zeZX_ex
|:|X|:||R,0na:f'(x)=m.

EXERCICE N° 10 : Annabac 2012 : Exercice 3 page 236.
Correction pages 246/247. Attention au corrigé ...
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EXERCICE N° 11 : Extrait de I’épreuve du concours FESIC (mai 2010)

1+
a. 2 =1-1;1[ :|VRAl|.xODf = T;:>Oet1—x¢0 = (1+x)(1—-x)>0etx=#1.

b. f est paire : .

——xI 0,5 —lxl L 1xl3
15)727M3)T 2"

Remarque : on peut prouver que f est impaire sur J- 1 ; 1/.

1 1,5
Contre-exemple : f(0,5) = 5 X In(0 5) 5

><

c. f est décroissante sur 92: - OxO]-1;1,ona: f(x)——ln(u(x))avec u(x)— 1 x'

u est dérivable sur IR \ {1} comme fonction rationnelle définie sur R \ {1} ;
u est strictement positive sur ]- 1 ; 1[.

Par composition, on en déduit que f est dérivable sur ]- 1 ; 1.

2
_1 LU 1 (1-x> 1 2 1-x_ 1
OxOJ-1;1[ona:flx) = u) 27 Tex 2 (=X 1+x (1-x)(1+x)
1-x

Ona:x0]-1;1, f'(x) >0, ce qui prouve que la fonction f est strictement croissante sur ]- 1; 1].

2b
e -1
d. Quel que soit le réel b, I’équation f(x) = b possede I'unique solution x = eI VRAI|.

On prouve que : |Ir‘2’] S(x)=-cet lim f(x) =+, fest continue et strictement croissante sur]-1; 1],
X - (- x> 1

donc f établit une bijection de ]- 1 ; 1[ sur IR.
Le théoréme de la bijection permet d'en déduire que I'équation f(x) = b posséde une unique solution
pour tout réel b.

Ox0O]-1;1[etUbUIR,0na:

f()() b o —In(l +X) - 1+x 2b 2b

e -1
1.x-¢ = l+x=e’-xe? = x(1+e2b)— b

2
-1 = x= .
e2b+1

EXERCICE N° 12 : Extrait de I’épreuve du concours ESIEE (mai 2010)
Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant :
La fonction fadmetf’ pour dérivée sur D :

1
(A)D=R; f(x) = — :[FAuX].
festdérivablesurRet Ox[OR,ona: f(x) = 22:2

etf'(x)=-(xfl)

festdérivablesur R\ {1}et OxOIR\{1},0ona:fi(x)=

(B) D= R\ (1119 = ;=37

-2
(x-1)*
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(C) D=R; f(x) = e™ et f(x) = e : [FAUX].

festdérivable sur R et Ox O IR, on a: fi(x) = 2™ .

(D) D =10; + o[ ; f(x) = xIn (ﬁj etf’(x)=-|n(x+1)-ﬁ: 'VRAI/|.

f est dérivable sur ]- 1 ; + oo donc sur ]0 ; + oof.

1
Ox>0 :fi(x)=1x1 1 + x'(x+1)2_ In(x + 1) + x x -1 x(x+1)=-In(x+1) —
x>0,0ona:f(x)= Nl r1)tX 1 =-In(x X (x+ 1) X =-In(x Y
x+1

(E) D=R; f(x) = (¢ + 1) et f(x) = (2 + 4x + 1) : [FAUX].
festdérivable sur Ret Ox OR, ona:f(x)=2xx e +(x*+1) x (2x x &) = (2 + 4x)e”.

EXERCICE N° 13 :
85 page 137 du LIVRE :

1.a) Ox>0,0na:x(Inx)’ = (\/;()2 x (In (\/;()2)2 = (\/;()2 x (2 x In\/;()2 = (Zxﬁ(ln(\/;())z.

On prouve (composition) que : IimO+ [\/x x In (\[x)] = 0 (croissances comparées) et on en déduit que :
X >

lim x(Inx)*=0.

X - 0+

1'b)DX>O,Ona;M
x-0

= (Inx)? + 1. Comme lim (Inx)? = + o, alors on en déduit que :
X - 0+

-f(0
Iim0+f—(x))( g( ) =+ oo et la fonction f n'est donc pas dérivable en 0.
X > -
. f(x)-f0) _ . : . .
1.¢) I|mO+ 0 - + 00 donc la courbe représentative de la fonction f admet une demi-tangente
X - -

verticale au point d'abscisse 0.
2. f est dérivable sur ]O; 1] comme somme et produit de fonctions dérivables sur ]0; 1].

Ox010;1], 0na:f(x)=1x[(Inx)* +1] +xx [2 InXX%] = (Inx)> + 1 + 2Inx = (Inx + 1)°.

Ox0]0;1],ona:f(x)=0 < (Inx+1)’=0 = In(x)+1=0 = x=%D]O;1].

Ox0]0;1],ona:f'(x)20.
On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur [0 ; 1].

X 0 1 1
e
ftx) [l + 0 +
5 1
f /
0

1) 1 1)2 1 5 2
f(1)—1x(0+1)—1etf(ej—ex[(lne) +1}—eX[(-1) +1]—e.
3.a)Ta:y=f(1)(x—1)+f(1) avec f'(1) = (In1 + 1)%=1 etf(1) =1.
On en déduit que : Tp: y = x et la tangente en A a la courbe C passe bien par I'origine O du repeére.
3. b) (OA) : y = x . (OA) est la tangente a la courbe C au point A.
Ox010; 1), ona:f(x)—x=x[Inx]*et Ox010; 1], on a : x[Inx]* 2 0 soit f(x) — x = 0.
Conclusion : Sur ]0 ; 1[, la courbe C est strictement au-dessus de la droite (OA). La courbe C et la droite
(OA) ont deux points en commun sur [0 ; 1] : le point O(0 ; 0) et le point A(1; 1).
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4. A

0.8
B Taiy=x
0.6

0.44

0.21

o 02 0.4 06 08 1

111 page 142 du LIVRE.

* 2
1.a)FAUX.EInI:IIN,ona:u,,=F.
1.b)VRALOnON',0na:vpe1—-vo=In(3""Y)=In(3")=In3(n-1-n)=-1n3 .
* 1 1 +
1.c)VRALUnIN,ona :;(vl +..+ V) =X “ > Un n car (v,) est une suite arithmétique.
In2+|n(ij
OnON eyt Ye 3" 2In2-1In(3""Y) In4—(n-1)In3
n yona: {vit..+vy)="—o—"= > = 5 = 5
. 1 In4 +In3—-nin3 In12 -nin3
I:Inl:IIN,ona:—(v1+...+v,,)=n nS—nhs nn.
n 2 2
2.a)FAUX.x D, < f(x)>0etxOD; = -2<x<2etxz1 - x0]-2;1[0]1;2[.
2. b) FAUX. g est dérivablesur]-2;1[0]1;2[etOx0]-2;1[0]1;2[,ona:g'(x) =§((—;()).
. . wey -£0) 0 _
On en déduit que g est dérivable en 0 et g'(0) = f0) e 0.

2.¢)VRAL.Ox0OJ-2;1[0]1;2[,ona:

g(x)=1 = In(f(x))=1 = f(x)=e = x=0etx=0avecOtelquel<a<2.

2. d) VRAL.

Iim0 X= Iimog(x) =In(f(0)) = Ine = 1 par continuité de la fonction f sur ]- o ; 2[ et par continuité de la
X > X >

fonction In sur ]O ; + oo].

lim g(X) = lim (In(f(X)))

X1 X1

XIimlf(X) =f(1) = 0" par continuité de la fonction fsur]- o ; 2[ et YIim0+ In(Y) = - o0 (cours), alors par
composition, on en déduit que : Xlimlln(f(X)) = - o0 soit Xlimlg(X) = - 00,

Finalement : Iim0 X=1et Xlimlg(X) = - 00, alors par composition, on en déduit que : Iimog(g(x)) = - 00,
X - - X >
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EXERCICE N° 14 : Soit la fonction f: x —> InG: 1).

-1
1.x0Df = X—>Oetx+1¢0 = (x=1)(x+1)>0etx#-1 = x[O]-00;-1[0O]1; + oo[.

x+1
X_ 1 s i 1 H 7 . .
2. x >~ est dérivable sur R\ {- 1} comme fonction rationnelle définie sur cet intervalle.
x—1 . N
X > est strictement positive sur]- o ; - 1[0 ]1; + oo

Par théoreme de composition, on en déduit que f est dérivable sur ]-oco; - 1[ (I ]1 ; + oo].

1x(x+1)-1x(x—1)

12
OxOJ-00;-1[0]1;+w[, ona:f(x)= (),((+_1) =(xf1)2x))((tr11=(x+1)2(x—1)'
x+1

Ox]-00;-1[0]1;+0f,ona:(x+1)(x—1)>0.Parsuite: Ox[0]-00;-1[O]1; + [, onaf(x)>0.
f est donc strictement croissante sur ]-co; - 1[ et sur ]1; + oo[.

3.0nprouve que: lim f(x)=0= lim f{(x).

X - +00 X > -0
On en déduit que I'axe (x'x) est asymptote a la courbe représentative de f au voisinage de (+ ) et au
voisinage de (- ).
On prouve que lim f(x)=+o et lim f(x)=- co.
X - (' 1)_ X - 1"

On en déduit deux asymptotes verticales pour la courbe représentative de f : I'une d'équation x=- 1 et
I'autre d'équation x = 1.
On peut résumer tous les résultats dans un tableau de variations :

- 00 -1 1 + 00

X
fix) + +

+ o0 0

f / /




