ELEMENTS DE REPONSE DES EXERCICES DU CHAPITRE 4

FICHE 1 :
EXERCICE 1:
U3:U15—12':7—12X%:l U5:U15—1O’ :7_10%:2
- _ 1_9

Ulo—U15—5f—7—5><2—2

11 1
ONnON,us=us+ (n—15) xr= 7 + (n—15) x5 =-n-—7.

2 2 2
EXERCICE 2 :

15 page 14 du livre pour toutn delN, on a :
Vh+1- Vo = 3, donc(vy) est une suite arithmeétique de raison(3;
Wh+1-Ws = 2r, donc(wy,) est une suite arithmétique de raisonr2

18 page 14 du livre pour toutn delN, on a :u, # 0.

OnON, th1 =%, donc(up) est une suite géométrique de rais%et de premier terma, -1

Un 3
EXERCICE 3 :
5 =200 2000 5 011015 et 5,=22205 20009 5 019 015 47 083 985
EXERCICE 4 :

25 page 15 du livre (un) est une suite géomeétrique de raison 2 et de prasrmeu, = 1, donc :
1 _qnombre de termes

1-q ouq est la raison de la suite géométrique. On traive2040

S =usz x

EXERCICE 5 : La suite (1)) définie par O nOIN, u, = (- 2)" est une suite géométrique de raison
(- 2) et de premier term = 1. On en déduit :
14096 x (- 2) 8193

S= 1-(2) =73 =2731

EXERCICE 6 :

U3=Ug+ 3 ;Up=Ug+ 10 etuy=ug + 7r.
8up + 52 =672

On obtient alors le systéem W+7r=81 - La résolution de ce systeme de deux équationsedon
r=-6etup=123

EXERCICE 7 :

1 1 1 1
1)Uo=1;ul=§;Uz=§;U3=Z;U4=g.

On peut ainsi conjecturer quél:n OIN, up i
2) |:| n D IN,Vn+]_—Vn = 1

Donc ) est la suite arithmétique de raison 1 et déetmevy =ui =1.
0

3) Pour toutn dansN, on a v, =1 +n etu, :n+1'



ELEMENTS DE REPONSE DES EXERCICES DU CHAPITRE 4

EXERCICE 8 :

Dy =tige-to, Lt 2, 11,13 4 5
17207 1x272x373"°72°6 12747576

2) Conjecture et vérificationus :g.

X 101 . ; .
3) On s’attend &i;01 =10z Mais ce résultat n’est pas certain !

. . 100
Sion a prouveé par le calcul queo =75y alors :
Urt = Unn 4 1 _ 100+ 1 _100x102+1 10201 _ 101 x101 101
101751007101 x 1027101 101 x 1027 101 x 102 ~ 101 x 102" 101 x 102" 102
1 k 1 k+1

K+t 1) xk+2) k+1l (K+t1)xk+2) " k+2

5) Grace au résultat de la question 4) &4, @n en déduitiy 22—73.

4) U+ 1= U+ pour toutk entier tel quec> 1.

Grace au résultat de la question 4) e an en déduitig =g etc. .

On peut connaitreyp a partir deuo.
On peut connaitra;ggo a partir dauggg.

6) Conclusion pour toutn delN’, on au, = - 2 T

EXERCICE 9.

33 page 16 du livre :
1)a)$=1;$=5;%3=14;5=30.1)b)S,+1=S,+ (n + 1.
2) On note, pour tout entierdeIN’, P) la proposition : « $= nn+ 1)(2n + 1) 5

6

*Initialisation : P(1) est vraie ;
* Hérédité :On suppose RJ vérifiée pour un entier natureltel quen> 1 et on prouve que :
(n+Dh+2)(h +3)

Si+1= 6 ;
*Onconclut ONnON, S =P+ 2+ F+ .. +n2=20% 125(2n+ 1)
EXERCICE 10 :
* L. g )2
On note, pour tout entierdelN’, Pf) la proposition : «1+ 2+ ... +n®= (n n2+ 1) »

*[nitialisation : P(1) est vraie ;
* Hérédité :On suppose R vérifiée pour un entier natureltel quen> 1 et on prouve que :

13+23+___+(n+1)3:(MXFL2))2.

2 H
. 2
*Onconclut:OnON", B+ 2%+ ... +n3=(m%l)) .

n
EXERCICE 11 : On note, pour tout entierdelN’, P() la proposition : «Y (2k - 1) =n® »
k=1
*Initialisation : P(1) est vraie ;
* Hérédité :On suppose RJ vérifiée pour un entier naturelnon nul et on prouve que :
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"ok 1) =+ 17

k=1

n+1 n n

T (2k-1)= Y (2k-1)+20+1)—1=3 (k-1) +h+1 ...
k=1 k=1 k=1

n
*On conclut :OnON", uy= Y (2k-1) =n?.
k=1

EXERCICE 12 :
52 page 17 du livre :

On note, pour tout entierdansN, P() la proposition : «% — 1 est un multiple de 8 ».

* P(0) est vraie (car3°-1=1-1=0);

* On suppose MY vérifiée pour un entier naturelet on prouve que : €8* Y — 1 est un multiple de 8 ».
PN _1=3"2_1=3"%x3F-1=3"xF+(8-9=3(3"-1)+8....

*On conclut :0n 0N, 3 — 1 est un multiple de 8.
56 page 17 du livre :

On note, pour tout entierdansN, P{) la proposition : « 0 €, <1 ».
* P(0) est vraie par hypothese de I'énoncé ;
* On suppose P vérifiée pour un entier naturelet on prouve que : « Oug+1< 1 ».

ONnOIN, Up+1=Un(2 —Up) =f(uy) ouf : Xx— x(2 —X).

f est dérivable sUR (comme fonction polynéme) &t: x— 2(1 —X).

Ox0O]0; 1, f(x) > 0, dond est strictement croissante sur |0 ; 1].

Enfin, f(0) = 0 etf(1) = 1. Grace a I'hypothése de récurrence etsérilete croissance desur ]O ; 1[, on
prouve que : 0 €,+1< 1.

*On conclut:O0nOIN, 0<u,<1.
34 page 16 du livre :

On note, pour tout entierdansN’,

P(n) la proposition: « 1 +2x2!1+3x3!+ . .mxnl=(n+1)!-1»

* P(1) est vraie ;

* On suppose ) vérifiée pour un entier naturelnon nul et on prouve que :
1+2x21+43x31+...Axnl+(n+1)xh+1)!I=n+2)!-1;

*Onconclut:OnON,1+2x2!1+3%x3!+ .. Axnl=(n+1)!-1.
38 page 16 du livre :

On note, pour tout entierdansN’, P() la proposition : @ ! >2""1»
*P(1) est vraie ;
* On suppose P vérifiée pour un entier naturelnon nul et on prouve quen ¢ 1) !> 2";

*Onconclut :0nOIN, n!>2""1,

EXERCICE 13 :
A Uo=0 U1 =Up+0=0 =1 Us=3;ws=6;Us=10; ...
: n—1) xn
Conjecture OnUIN, u, = 5
On note, pour tout entierdansN, P{) la proposition : «i, :ﬁn;zlm ».

* P(0) est vraie ;
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ipr s . X +
* On suppose P vérifiée pour un entier naturelet on prouve queu, + 1 =u2—1);
— X
Up+1=Up+N :gn_;u +n d’'apres I'hypothése de récurrence ...
*On conclut :OnON, u, = gn;;m
a2y o101
Qlul_l yu2_21u3_31u4_4"-
Conjecture I nO N, u, :% .

On note, pour tout entierdeN’, P(n) la proposition : «i, :% »,
* P(1) est vraie ;

* On suppose ) vérifiée pour un entier naturelnon nul et on prouve quel; + 1 =

n+1;

Sl

Un+1= L d’aprés I'hypothese de récurrence ...
un+1 1 11

*On conclut :0nOIN", u, = %
Q Uo =3 ;u1:\/1_0 ;u2:\/1_1 ;u3:\/1_2
Conjecture DnON, u, =A/n+ 9.

On note, pour tout entierdeIN, P(n) la proposition : @, =4/n+ 9 ».
* P(0) est vraie ;
* On suppose ) vérifiée pour un entier naturelet on prouve queu,+1=4/(n+1) + 9 ;

Uns1 =1 +u2=\/1+(/n+ 9)2 d’aprés I'hypothése de récurrence ...

*On conclut:On0OIN, u, =\/n +9,.

EXERCICE 14 :

a) On note, pour tout entierdeIN, P() la proposition : « € u, <5 ».
Etape 1 : Initialisation.

Uo [0 ; 4], donc < up < 4 et par suite 8 up < 5. P(0) est donc vraie.
Etape 2 : Hérédité.

Posons comme hypothese de récurrences ¢,6< 5 » pour un entigp> 0.
Prouvons que la propriété est encore vraie aupang : « 0< up+1<5 »
Par hypothése de récurrences @, < 5, donc 15 u, + 15< 20.

Puisque la fonction —> «/x est strictement croissante #if, on en déduit/15< Up + 15<+/20, soit

\/1_55 Up + 15\/2_0.

Comme\[15 > 0 et/20 <+/25 own/20 < 5, on en déduit que Qup+1<5.
La propriété est donc vérifiée au ramg 1.

Etape 3 : sous ces deux conditions, on en déduit :

Conclusion pour tout entien> 0, 0<u, <5.

b) On note, pour tout entierdeN, P(n) la proposition : « £ u, <10 ».
Etape 1 : Initialisation.

Up O[5 ; 10], donc 5 up < 10 et par suite 4 ug < 10. P(0) est donc vraie.
Etape 2 : Hérédité.
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Posons comme hypothese de récurrences uy4 10 » pour un entigy > 0.
Prouvons que la propriété est encore vraie aupang : « 4< u,+1< 10 »
Par hypothése de récurrences 4, < 10, donc 19 u, + 15< 25.

Puisque la fonctioun—m/;( est strictement croissante &if, on en déduitx‘/ﬁf Up + 15< \/ES soit
\19< Up+1<5.

Commey\/16 <\/1_9 ou4 <\/E et 5 < 10, on en déduit que x4+ 1< 10

La propriété est donc vérifiée au ramg 1.

Etape 3 : sous ces deux conditions, on en déduit :

Conclusion pour tout entien> 0, 4<u, < 10.

EXERCICE 15

1)10" ' +1=10x10+1=(9+1) x 10+ 1 =9 x 10+ 10" + 1.

2) Supposons que la propriétg)Boit vraie_pour un entigrtel quep > 0.

Par hypothése de récurrence, on a doné #+0est un multiple de 9.

Or, d’aprés la question 1) :AD' + 1 =9 x 18+ (17 + 1).

Comme 18+ 1 est un multiple de 9 par hypothése de récoerealors il existé& dansN tel que :
10°0+1=% Dou:10* ' +1=9x10+ (10 + 1) =9 x 18+ % = 9(1(® + k) avec 18 + k appartenant
aiN’.

On en déduit que 20+ 1 est un multiple de 9 et la propriété)(Est donc héréditaire.

3) Cette propriété n’est pourtant jamais vérifi@ela somme des chiffres de tout nombre s’écrigant
la forme 10 + 1 est 2 : ce nombre n’est donc jamais divisiae9 !

EXERCICE 1 : 30 page 15 du livre : corrigé dans léivre page 468.
EXERCICE 2 :
2

1) Pour toundelN,ona Vp+1=Un+1+ 3 =§un -1+3 =3t +2 =§(un + 3) =§vn.

Ceci prouve que {») est une suite géométrique de ralsoget de premier terme Vo =up + 3 = 1.

2) D’apres le résultat de la question 1), on en dédui

2" _(2\"
Pour toutndelN : v, =1 X(§) = (ﬁ) .
2 n
Pour touth deiN : u, =v,— 3 :(5) -3.
3) (S) est la suite définie patdn OIN, S, =uUp +u + ... +Un.
n+1
On note, pour tout entierdeIN, P(n) la proposition : « $=-3- 3 xg) »,
\n+ 1 2 0+1 2
* P(0) est vraie (cariSsup=-2et-8-3 X(g) =-3x0-3 ){§) =0-3 ><§=-2).
\n+ 2
* On suppose P vérifiée pour un entier naturelet on prouve que :(\$1=-3n+1) -3 x(§) ;

n+1
Si+1=S+tU+1=-N-3 x(§) + U, + 1 d’aprés I'hypothése de récurrence ...

2 n+1
*Onconclut:OnOIN, §=-3n-3 x(§) )
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EXERCICE 3:
u=0 'uz:—'u3zizl:2'u4:i:§
’ 2’ 5 1 3 3 5 2 4
2 2 3
. * n-1
Conjecture LINUOIN , Uy =——
On note, pour tout entierdeN’, P(n) la proposition : «i, = n; 1 ».

*P(1) est vraie ;

* On suppose P vérifiée pour un entier naturelnon nul et on prouve quel; + 1 =

n+ 1;
1 1 A I . ]
Un+1= = d’aprés I'hypothese de réecurrence ...
2 - Un 5. n—1
n
*On conclut :0nOIN", u, = %1
2010

Par suite “2011=m

EXERCICE 4 :
a) u, est la somme des ¢ 1) premiers termes consécutifs de la suite géogqué de raiso% et de
premier terme 1. Par suite :

S A

2 5 7
1_7

2\ 7
Pour tout entier naturel : (1 —(7) 1} <1 doncu, SE'

La suite (1,) est donc majorée pér

b) On prouve que, pour tout entier naturel8 < u, < 12. La suitef,) est donc bornée et majorée par 12.

EXERCICE S :
7 page 14 du livre :
a) Pour toutn dansN, u, >0 etul']—+1 > 1.La suite (up) est strictement croissante
n
b)up=1;u = % ; Up :% etc ...u, change de signe a chaque indaanc la suite (1,) n’est pas
monotone.

8 page 14 du livre :

a) Pour toutn dansN’, u, >0 etul’]—;l > 1.La suite (un) est strictement croissante a partir du rang 1
Remarque :0!=11=1.

b) Pour toutn dansN’, Uy + 1 — Uy =ﬁzﬁz, donc pour touh dansN’, Uy +1—U, <O .

La suite (u,) est donc strictement décroissante a partir du rag 1.
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11 page 14 du livre :

* Pour toutn dansN” : Uy + 1 —Un = donc pour toun dansN’, U +1—U, >0 .

n+1’
La suite (u,) est donc strictement croissante a partir du rand..

* Pour toutn dansN” :
1 1 1 _ 1 1 1 1

“Tneitnr2t ottt S o 2 el T (2n+2)(n + 1

Donc:ONnON", Vps1—vh>0.
La suite (v,) est donc strictement croissante a partir du rand..
12 page 14 du livre :

a)up=8;u; =8 ;u, =8 etc ...u, = 8 pour toun delN. La suite (u,) est constante

Vn

b) Pour toutn dansN : U +1—Up :%(un —Un—1).
Ceci prouve gueug + 1 — Un) est une suite géométrique de rai%cet de premier terme — Uy :g.
On en déduit quelInON, Uy+1—Uy > 0.

La suite (un) est donc strictement croissante.
Remarque : Autre méthode.

Pour toutn dandN, on a :Up+1—Up = -%un + 2 et on montre par récurrence quen [ IN, u, < 8.

13 page 14 du livre :
Pour touthdanaN : (Un+1+Va+1) —(Un+Vn) = (Un+1-Un) + Vn+1-Vn) .
Comme () et (/,) sont deux suites croissantes, aldrSit O IN, Un+1-Un >0 €tvp+1-vn>0.

Par suite OnOIN, (Un+1+Va+1) — Un+Vn) >00U (Uh+1+Vh+1) > (Un + V).
La suite (un + vy est donc croissante.

EXERCICE 6 :
. 1 < 1 -
a) Pour toun dansN , on a :Up+1—Up :F' Comme, pour tout dansN >0, on en déduit
n+1 \/n +1

que :0nON, ur+1—U, >0, ce qui prouve que suite (Uy,) est strictement croissante & partir du
rang 1.

b) On prouve qued NN, Up+1—U, =2n— 4,
Pourn> 2, on a u,+1—U,> 0, ce qui prouve qua suite {,) est croissante a partir du rang 2uest
strictement croissante a partir du rang 3.

c) Pour tout entien dansN’, onan>0et3>0, donc OJnON’, u,>0.
Up+1_N+1
Un ~ 3n
* Un+1 1-2
Pour toutn dandN , on a T 1 =3 Commen>1,alors1-A<-1<0et®>0.
n
Donc, pour touh dansN’, on a :UZ—”— 1 < 0 soi B" 1<,
n n
Comme la suitelg) est a termes strictement positifs, on en dédueta suite () est strictement

décroissante a partir du rang 1.
d) ® On montre par récurrence que n O IN, 0 <u, < 1.

On prouve que I n O N,

On note, pour tout entierdansN, P() la proposition : « 0 €, < 1 ».
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* Uo =;—]2T: 0,9996, donc 0 ¥y < 1 et P(0) est vraie.

* On suppose ) vérifiée pour un entier naturelet on prouve que : Oy +1<1;

Comme la fonctiox —> x® est strictement croissante sur [0t on en déduit :

0 <u, < 1 (par hypothése de récurrenee))” < u,” < 1° soit : 0 <u, .1 < 1, ce qui prouve que P¢ 1)
est vérifiée.

*Onconclut:OnON, O <u,<1.

@ Pour tout dansiN, u, > 0 et2t =

o = Un Comme, pour tout dansN, u, < 1, on en déduit :
n

DnDIN,uZ—”<1.

n
Comme la suitelwg) est a termes strictement positifs, on peut erloo@ quda suite (y,) est

strictement décroissante.

EXERCICE 7 :
55 page 17 du livre :

1)OnON,ona Uy +1—U,=2n+ 3.
Onadonc dnOIN, u, +1—U, > 0, ce qui prouve gua suite (u,) est strictement croissante

2) On note, pour tout entierdansiN, P() la proposition : «i, > n? ».

* Up =1 et G = 0 doncug > @ et P(0) est vraie.

* On suppose P vérifiée pour un entier naturelet on prouve queu, 1> (N + 1¥ ;

Pour cela, on montre quei;+1> (N + 1Y + 2 > (1 + 1) ce qui prouve que R 1) est vérifiée.

*On conclut :0nOIN, u,>n?.

58 page 17 du livre :

1) On note, pour tout entierdansN, P() la proposition : « & u, < 2 ».

* Up =1 donc X up < 2 et P(0) est vraie.

* On suppose P vérifiée pour un entier naturelet on prouve que :Quy+1< 2 ;

On montre que~/2< Uy+1< 2 et comme &2, on en déduit que R¢ 1) est vérifiée.

*On conclut:0nON, 0<u,<2 etparsuitednON, O<u,< 2.

(2 —up)(1 +uy)
2) On prouve queld nOIN, u —Uy = .
yonprowved T 24w+

Or, d'apres la question 1JInJIN, 0<u,< 2, donc:
OnON,2-u,>0;1+u,>1>0et/2+u,+u,>0.
Par suite I nOIN, u,+1—U,> 0, ce qui prouve gua suite (U,) est strictement croissante

Remarque on peut aussi montrer par récurrence quer:(] IN, u,+1> U, en utilisant le fait que la
fonction : x —4/x + 2 est strictement croissante sur [- 2o9[+

59 page 17 du livre :

1) On note, pour tout entierdansN, P() la proposition : « & u, <1 ».

* Up=1donc Xup<1etP(0) est vraie.

* On suppose P vérifiée pour un entier naturelet on prouve que : Qup 1< 1;
u, +1
Up + 3

On prouve queu,+1> 0 grace a la relatiom, + 1 = et a 'hypothése de récurrence.
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Up + 3
0< uy+1<1let PO+ 1) est donc vérifie.

*Onconclut:OnOIN, O<u,<1.
2)

O OnOINN, on a :Uy+1="f(uy) ouf : xr—

Par ailleurspp+1—1 = SOit Un+1—1 <0 owhp+1<1. On aprouvé que :Du,+1<1 et par suite,

X+1
X+ 3

f est une fonction rationnelle définie et dérivadlelR \ {- 3} et : OxOR\{- 3}, f(x) :(XTZB)Z .

On en déduit quEest strictement croissante sur |- 3cpft
@ On note, pour tout entierdansN, P() la proposition : «ip + 1 < Up ».

1 Lo s
* Up =5 etup = 1, donau; < up et P(0) est donc vérifiée.
* On suppose ) vérifiée pour un entier naturelet on prouve queun +2<Up+1;

Par hypothese de récurrence, onig::1 < Up.

D’apres la question 1), on &:n 0IN, 0<u,<1. Or, la fonctiorf est strictement croissante sur
]- 3 ; + o[, donc en particulier sur [0 ; cb].
Par suite f(un+ 1) <f(un) SOitu,+2 <Un+1, CE qui prouve que RE 1) est vérifiee.

*On conclut :00nON, uy+1<un, Ce qui prouve quka suite (y,) est strictement décroissante




