ELEMENTS DE REPONSE DES EXERCICES DU CHAPITRE 3.

EXERCICE N° 1:
45 page 103 du LIVRE :

a) Les fonctions x— Ce™ ouC O R ; b) Les fonctions x—> Ceé *ouC O R
46 page 103 du LIVRE :

- 5X =
a) Les fonctions x—> Ce 2 ouC O R ; b) Les fonctionsc— Ce® ouC O R.

EXERCICE N° 2 : 102 page 114 du LIVRE :
1) * On posey : x— €. g est solution de (E) d’aprés le pré-requis.

Soitf : x+— C& pour tout réek. f est dérivable sUR comme produit de fonctions dérivables Bur
On a:f =Cg, doncf’ = Cg’ = C x a xg carg est solution de (E) d’aprés le pré-requis.
D’ou : f = a xf ce qui prouve qukest solution de (E).

* Réciproquement, softune solution de (E).

On définit la fonctiorh par :0 x O IR, h(x) = i—l (on ag(x)# 0 pour tout réex).

h est dérivable sUR comme quotient de fonctlons dérivablesRute dénominateur ne s’annulant pas, et
on prouve queh’(x) = 0 pour tout réet. Commeh’(x) = 0 pour tout réet et queR est un intervalle,

alors la fonctiorh est constante siR. Il existe donc un réd&l tel que [0 x O R, h(x) =C.

D’ou : OxOIR, f(x) = Cg(x)= C&™

Conclusion: Toute solution de (E) est de la formex -0 0 - Ce” avec C constante réelle.

2)(E) y'=ay-20a.

oo (-208)

a

Les solutions sont les fonctions définies Bute la forme :x -0 0 - Cc'est-a-dire

X 00O -Ce™ +20.

&' (t) = a(o(t) - 20)
3) D’apres les données de I'énonceé : 6(0)=70

6(5) =60

OtORY, ona:

g'(t)=a(f(t)-20) - @'(t)=ad(t)-20a donc 6 est solution de I'équation (E’) du 2) et par suit

OtOR", 8(t) =Ce* + 20 (t en minutes). D’autre part :

6(0) =70 C+20=70 C =50 C= 52 C=50 C |=n588
6(5) =60 Ce? +20=60 50e® = 40 e5f"=g a= }

In08

Donc -0t DR, 6(t)=50xe © ' +20=50{e" ) +20=50x 08° +20.

30

6(30) =50x 085 +20=50x 08° + 20= 3311°C

Conclusion: 30 minutes apres l'instant initial, la températue du liquide sera d’environ 33 °C.
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EXERCICE N° 3 :

50 page 103 du LIVRE :

D’apres le cours, il existe une unique fonctiaolution de I'équation différentiell + 2y = 0 et

2
Or, u est dérivable suR et pour tout réet, on a :u’(x) = - 2 xu(x). Doncu est solution de I'équation

vérifiant la condition initiald [ 1) =1.

différentielle etu 00 £. Commeu (—%) =1, alorsu est la fonctiorf précédente.
51 page 103 du LIVRE.

a) Les fonctions définies siR par :x—> Ce™ % ouCOR;

1
-=X
b) Les fonctions définies sik par :x—> Ce 3 +20oUCOR ;

-2X
c) Les fonctions définies siR par :x—> Ce ® +% ouCOR;

1
=X
d) Les fonctions définies siR par :x—> Ce + 1 ouC O R.

EXERCICE N° 4 : TD 4 pages 99//100 du LIVRE.

1) hest dérivable sur | éf x> 0, on a h'(x) = Xexx—ex

On vérifie qu’on a biend x > 0,h(x) —h’(x) =%, ce qui prouvejue h est solution de (E).
_ )
2) a)g est solution de (Ey» O x>0, on ag(x)—g’(x) =2

Or, h est solution de (E), dondtx > 0,h(x)—h’(x) :Exz. D'ou :

Ox>0,o0nagXx)—g(x) =h(x)—h’(x) ou(g—h)(X)—(g—h)'(x) = 0, ce qui prouve que la fonction
(g —h) est solution de I'équation (k).

2) b) Réciproquement, on suppose que la fondiipnh) est solution de I'équation (J donc :

Ox>0,onaf(g—-h)X)—(g—h)(x) =0. D'ou :00x> 0, on a g(X)—g'(x) =h(x)—h’(x) =§7 carh est

solution de I'’équation (E). Ce qui prouve dadonction g est solution de I'équation (E).

3) Les fonctionsx — C€' ou C O R.

4) D’apreés le résultat de la question 2), on a:

g solution de (E)= g=g: +houg; est une solution de {(Eeth: x»—>% (xaln.

On en déduit que les solutions sur | de I'équatiofE) sont les fonctionsk — C¢€" +%, ouCOR.
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1) On trouve que I x O R, h(x)=x* —x + 1 et les solutions de I'’équation différentiedtent les fonctions
f définies suR parf(x) = Ce* +x* —x + 1 ouC O R.

2) Ontrouve queld x O R, h(x) = cosx — 2sinx et les solutions de I'équation différentielle stas
1

=X
fonctionsf définies suiR parf(x) = C& + cosx — 2sinx ouC O R.

EXERCICE N°5:

79 page 109 du LIVRE :
3

- X
1) Les fonctions x —> Ce 2 ou C OR.

. 1. 4 17
2) a) On trouvef : X —> 3~ *57

2) b) g etf sont solutions de (E’), dondtx O R, on a '(x) + 3g(x) =x¢ + 1 = F(x) + 3(X)

On en déduit quelI x O IR, on a 2§ —f)’(x) + 3@ —f)(X) = 0, ce qui prouve gua fonction (g —f) est
une solution de (E).

2) ¢) Réciproquement, sg(-f) est solution de (E), alordtx [0 R, on a 2¢ —f)'(x) + 3@ —f)(x) = 0.

On en déduit Dx OIR, on a : &'(x) + 3g(x) = 2F(x) + 3(x) =x% + 1 carf est solution de I'équation (E’).
Ce qui prouve quka fonction g est solution de I'équation (E’).

2) d) D’aprés le résultat des questions 2) b) et 2k :

g solution de (E') = g=0; +foug; est une solution de (E) etx— %xz —gx +;—; x O R).

On en déduit que les solutions suR de I'équation (E’) sont les fonctions :

3
1. 4 17
X—> Ce +3x 9x+27ouC|:|R.

3) Les solutions sulR de I'équation (E”) sont les fonctions :

7,3 2
X—Ce< + 13005x + 13sm xouCOIR.

81 page 109 du LIVRE.

1) Ontrouve IIxOIR, g: X+ - 4COSX + SinX.
2) * On commence par prouver :
f est solution de I'équation différentielle (E)y’ 2y = h ouh est la fonction telle quie(x) = 17sinX -

f —g est solution de (E’) :y2 +y = 0 aveq : Xx+— - 4Cc0SX + SinX pour tout réek.

* On en déduit que les solutions de I'équationéihtielle (E) sont les fonctions
1

- =X
X+—> Ce 2 - 4cosX + sin ot C OR.
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EXERCICE N° 6 : Extrait de France métropolitaine (juin 2010)
Partie A

1. Les fonctions<— - x etx—> e* sont dérivables suUR, donc par composition, la fonction— € * est
dérivable suiR. Comme la fonctiom— x est aussi dérivable si;, alors, par produit, la fonctiamest

dérivable suiR. OxOIR, on a u'(X) =€ *—xe*=¢e *—u(x).
Pour tout réek, on a donc u’(x) + u(x)= €, ce qui prouve quia fonction u est solution de (E).

2. L’équation différentielle (E’) est une équationfdientielle du typg’ = ay avec a = - 1.

D’apres le cours, I'ensemble des solutions de (E5t donc I'ensemble des fonctiorfsdéfinies surR
par f(x) =Ce*ouCOR.

3.

* v etu sont solutions de (E), done+ u) est dérivable suR etd0x 0 R, on a:
V(X) +v(X)=€e* =u'(X) + u(x)

On en déduit queld x O IR, on a ¢ —u)'(X) + (v—u)(x) = 0, ce qui prouve qua fonction (v—u) est une
solution de (E).

* Si (v —u) est solution de (E’), alordd x 0 IR, ona ¢ —u)'(x) + (v—u)(x) = 0.
On en déduit 0 x O R, on a v'(X) + v(X) = u’(x) + u(x)=€* caru est solution de I'équation (E). Ce qui
prouve quda fonction v est solution de I'équation (E).

On a donc prouvé :
v solution de (E) = Vv -u est une solution de (E).
4. D’apres la question 2y,—u est solution de I'équation différentielle (E’) égaut a :

il existe un réeC tel que(v—u)(x) = Ce * pour tout réek.

Les solutions de I'équation différentielle (E) sontes fonctionsv définies surlR par v(x) = (x + C) € *
ouCOR.

5. L'unique solutiong de I'équation différentielle (E) vérifiag{0) = 2 esla fonction définie surR par
gx)=(x+2)e”.

EXERCICE N° 7 : Extrait de La Réunion (juin 2005)«= 83 page 109 du LIVRE avec modification
de la question 2) :

1. a.On fait un raisonnement par I'absurde.

Supposons qu’il existe un réeltel quef(xy) = 0.

La fonctionf vérifie la condition (C), donc powr= - Xo, on obtient f(xp) x f'(- Xp) = 1. Or,f(xo) = 0, donc
f(xo) x f'(- Xo) = 0, ce qui entraine 0 = 1, ce qui est absurde !!!

La supposition est donc fausse et par suite, Xiste aucun réely tel quef(xg) = 0.

Conclusion : pour tout réelx, on a doncf(x) # 0, ce qui prouve que la fonctiori ne s’annule pas sur
R.
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1. b.Les fonctionsx— - x etx — f(x) sont dérivables suR donc, par composition, la fonction
x+—> f(- X) est dérivable suR. Commex+— f(x) est dérivable suR, par produit, on en déduit qgeest
dérivable suR. [0 x O R, on a :g’(x) = - f'(- x) x f(x) + f(- x) x f'(x).

Commef vérifie la condition (C), on alI x 0 R, f(x) x f'(- X) = 1 et par suite :

OxOR,gX)=-1+1=0.
Conclusion :g’'(x) = 0 pour tout réelx.

1. c.g’ est nulle sur l'intervalléR, doncg est une fonction constante dRur
Or, g(0) = 16 carff(0) = - 4 vu quéd vérifie la condition (C).

Conclusion :g est une fonction constante suR et on a :g(x) = 16 pour tout réelx.

f( ) (vu quef(x) # 0 pour tout réex).

%) (vu quef(- x) # 0 pour tout réex).

1.d.D’apres la question 1) ¢), on &x 0OIR, f(-x) =

Or, f vérifie la condition (C), doncI x O R, f'(x) = f(

Par suite I x O R, f'(x) = j_) etf est bien solution de I'équation différentiejffe= 16y

Commef vérifie la condltlon (C), alorf0) = -
Conclusion :f est solution de I'équation différentielle (E) et ke vérifie f(0) = - 4.
2. a.

X
* On appelleg la fonctionx —> et®,

X

Sif est une fonction de la forme— K x e'® avecK O R, alorsf = Kg etf est dérivable suR (par
produit) eton af =K x g'.

D’apres le pré-requig est solution de (E), alogs = 169 Par suitef’ =K x f ce qui prouve

169 16"
quef est solution de I'équation différentielle (E).
* Réciproguement, softune solution de I'équation différentielle (E).

On définit la fonctiorh par :00 x O IR, h(x) = % (on ag(x)# 0 pour tout réex).

h est dérivable sUR comme quotient de fonctions dérivablesiBute dénominateur ne s’annulant pas, et
on prouve qued x O R, h’'(x) = 0. Commen’(x) = 0 pour tout réek et queR est un intervalle, alors la

fonctionh est constante siR. Il existe donc un réd{ tel que :h(x) = K pour tout réek.
X

Dou : OxOIR, f(x) = Kg(x) =K x e aveck appartenant R.

Conclusion : L'ensemble des solutions de I'équatiofE) est I'ensemble des fonctions, définies sIR,
X
de la formex — Kel6é, ouK est un nombre réel quelconque.
2. b. Soitf une solution de (E) prenant la valeur (- 4) en 0.
X
Commef est une solution de (E), alors il existe un &t que O x O R, f(x) =K x et®.
Or,f(0)=-4« -4 =K x€&” = K = - 4, ce qui prouve I'unicité de la fonctiboherchée.
X

La fonction x —> - 4e'® est 'unique solution de (E) prenant la valeur (- $en 0.
3. D’apres la question 1), Bivérifie la condition (C), alorkest solution de (E) et elle vérifi@®) = - 4.

X
D’aprés la question précédentest nécessairement la fonction=— - 4e® (du fait de I'unicité).
Il ne reste plus qu’a vérifier que cette fonctiarifre bien la condition (C).

X

OxOR, on a f(- x) xf'(x) = - 4 xe 16x (- 4) ><—><e16:e =1etf(0)=-4 xe’ = - 4.
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X
La condition (C) est donc vérifid la fonction : x —> - 4e'% est 'unique fonction dérivable surR
satisfaisant la condition (C).

EXERCICE N° 8 : Extrait de France métropolitaine (septembre 2007)
1. L’équation différentielle () est une équation différentielle du type= ay+ baveca=-1etb = 1.

D’apreés le cours, 'ensemble des solutions de {Eest donc I'ensemble des fonctiorfsdéfinies sur

nm _raX N
]-212[ par f(x) =Ce” +1o0COR.

2.f est dérivable su}- %[ ; g[ doncf définie parf(x) = g(x)cosx est solution de (E) Sl]l’- %[ ;%[ eéquivaut

. I -

adxde]- > ;E[’ f(x) + (1 + tanx)f(x) = cosx .

f définie parf(x) = g(x)cosx est solution de (E) SL]F 5 ;g[ équivaut a
1t : .

0 x de] "5 g[ g’'(x)cosx —g(x) sinx + (1 + tanx)g(x)coSx = COSX .

f définie parf(x) = g(x)cosx est solution de (E) SL]F 5 ;g[ équivaut a
1t , —

O xde]-z g[ [0'(x) + g(X)] X cosx = cOsX .

Or, pour tout réex de]-g;%[[, on a cox # 0, donc :

f définie parf(x) = g(x)cosx est solution de (E) SL]F 1—21 ; g[ équivaut a

0 x de]- 5 g[ g’'(x) +g(x) = 1 soit &g est solution de I'équation différentielleqE

Conclusion : La fonctionf définie sur]-g; g[ par f(x) = g(x)cosx est solution de (E) si, et

seulement si, la fonctiorg est solution de (k).
. . P TU TT - X
3. Soitf la fonction définie su]- 5 ’E[ parf(x) = (1 +Ce ")cosx (avecC 0 RR).
D’aprés 2)f est solution de (E) Sl]l’- %[ ; %[[ car la fonctiorx— 1 +Ce * est solution de (§f d'aprés la

question 1).

On af(0) = 0 équivaut & = - 1.
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La fonctionf : x— (1 - € *)cosx pour tout réek de]- g ; g[ est donc solution de (E) et vérifi®) = 0
Montrons que c’est la seule !

On montre pour cela que toute solution de (E)]Stgr; g[ est de la form& — g(x)cosx oug est une

solution de ().

Tt . . e T TT ]
Soitf une solution de (E) su] F5 s I[[ et soit la fonctiorh définie sur]- > ’E[ par :
=00 1 exi R
h(x) = cosx (h existe suﬂ > g[ r,[0 x de] T[[ cosx # 0).

h est dérivable su}- comme quotient de fonctions dérivables]sugzI : I[[ avec le dénominateur

f'(x) x cosx +f(x) X smx

g[ DXD] T[[ ona:h'(x) = (cosx)?

ne s’annulant pas s

h'(x)= T +f(X) X tanX X ~qay

COSX COSX

f(x) +1f(x) x tanx
COSX

h'(x) =
Or, f est une solution de (E) s}rrg ; g[ donc :00 x de]-g;g[, f(x) + (1 + tanx) x f(x) = cosx .

D’ou:DxD]- [onah(x) M.

COSX

n.mr o, _cosx—f(x) , f(x) _ . :
On aalors I x [ ] 5 g[ h’'(x) + h(x) = cosx Foosx - 1, ce qui prouve queest une solution de
(Eo). On a donc prouvé quefsest une solution de (E) S]J-r , alors la fonct|on<n—>£§%( est une

solution de (k) donc, pour touk D] T[[ on a : f(x) = g(x)cosx avecg solution de (k).
D’aprés la question 2), on en déduit :

E[ est I'ensemble des fonctions de la forme— g(x)cosx

L’ensemble des solutions de (E) su} g 5

ou g est une solution de (B) sur]-lZT; g[

La fonction f : x> (1 -€ ¥)cosx pour tout réel x de]-g;

OSTF=|

est donc la seule solution de (E) qui

vérifie f(0) =0
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EXERCICE N° 1 : Extrait de France métropolitaine (juin 2004)
1.x etx’ sont dérivables suR".

x est solution de I'équation différentielle (B) 25’ + 20k =50
= X+8Xx" =2

XH —_— 1)(1 +1
-7 T8 T4
= X est solution de I'équation différentielle (F)
(F):v = -%v+%1

Cette équation est du tyge= a + b avec a1 IR* et b[JIR. Donc, par propriété du cours, ses solutions

sont de la formex+— C&* —g oUCOR.

t

Les solutions de (F) sont donc de la forme : pouotit t O R", v(t) = Ce 8+ 2 avecCOR.
2.a)On ax’(0) =v(0) = 0. On en déduit que = - 2.
t

D’oli : pour tout t OR", x'(t) = - 2842,
t

2. b)La fonctionx : t— 2t — 16 + 16 8 est dérivable sUR* comme composée, produit et somme de
t

fonctions dérivables siR*. On vérifie que Ot 0 R*, X(t) = - 2 & + 2 et quex(0) = O.
Remarque : vous ne pouvez pas, pour l'instantroéter directement la fonction x !!!
L
3.V= lim v(t)= lim ( 2e 8+ 2) car Ot OR", v(t) =x'(t).
t - +0 t - +o0
1
V =2car lime?8 =0 (théoréme de composition).
t 5 +o0

t
90 9 - 1 8 - In(0,1)
> 10 < e~ >e

<. _ N0, 8 9 _
On cherche a résoudre sRﬁ.v(t)leOV 2e +2§5 e

|~

car "% = x pour tout réek > 0.

90 t .
V<15V = -5=M01) - t <-8xIn0,1) (et OR’)

Le chariot a une vitesse inférieure ou égale a 90 #e sa vitesse limite pout compris entre O et 18

secondes (valeur arrondie a l'unité pres par défayt
15

4.0n ax(30) = 44 + 16 * = 44,4,
La distance parcourue par le chariot au bout de 38econdes est de 44,4 métres, arrondie au
décimetre pres.
EXERCICE N° 2 : Extrait de France métropolitaine (septembre 2006)
1. yo est une solution de fEsur |- ; 1[, donc y'o = Yo + Ayo
D'ou : 3/’—% =1 +yA caryp # 0 sur J-oo ;1[ (vu queyo > 0 sur ]- ;1[)
0 0
Or, la fonctionz =i est derivable sur po %[ (car la fonctiony, est dérivable sur po %[ et ne

s’annule pas sur po ; %[) etz’ :'—y%zg sur J-oo ; l[.

Conclusion :z' = -Az—1 sur ]-o ;1[.
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2. a.

1) Soit f la fonction définie sur Jeo ;1[ parf(x) = g(x)—% oug est une solution de I'équation

différentielle y’ = - Ay (f existe cai # 0 etg existe d'aprés le pré-requis et est de la foxme> Ce ™

ou C OR). f est dérivable sur pe %[ comme différence de fonctions dérivables sus ]%[
Ox0O]- ;1[, on a f'(x) =g’(x) = - Ag(x) (carg est solution de I'équatioyi = - A\y) et par suite :
Ox0O]- o ;1[, ona f(x) = -)\(f(x) +%) = - M(x) - 1. Ceci prouve qukest solution de I'équation
différentielle (E}) d’ou I'existence de solutions pour I'équationféientielle (E)).

2) Réciproguement, démontrons que les fonctions g(x)—% (A #0) sont les seules solutions de
I'équation différentielle (E;) (avecg solution de I'équation différentiellg = - Ay).

Soitf une solution de I'équation différentieté= - \z + 1).

Considérons la fonctiog définie parg(x) = f(x) +% pour tout réek de ]- ; 1[(g existe cai # 0).
g est dérivable sur po %[ comme somme de fonctions dérivables s j%[ et

OxO]- o ;1[, on a :g’(x) =f(x). Or,f est solution de I'équation différentiete= - Az + 1), donc
Ox0]- oo ;1[, f(x) = - (\f(x) + 1).

Par suite [1x [0 ]- o ;1[, onag(x)=-A(X+1)=- (A(g(x)—%j +1)=-Qg(X)— 1+ 1) =-Ag(X)
On en déduit qug est une solution de I'équation différentigife= - Ay.

Par suite [1x [0 ]- e ;1[, f(x) = g(x)—% avec g solution de I'équation différentiellg’ = - Ay.

Conclusion : Des points 1) et 2), on en déduit ques solutions sur ]-o ; 1[ de I'équation

différentielle (E’,) : z’ =- (A\z+ 1) sont les fonctions définies sur pe ; %[par :

f(x) =g(x) —% (avecg solution de I'équationy’ = - Ay). Par ailleursf(0) =1 = g(0) =1 +%.
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D’apres le cours, il existe une unique solutioféguation différentielley’ = - Ay vérifiant la condition
1
A
condition initiale z(0) = 1.

initiale g(0) = 1 +—, doncil existe une unique solutiore a I'équation différentielle (E’,) vérifiant la

2. b.D’apres le résultat précédent, les solutions dpubdiondifférentielle (E}) sont de la forme :

XHCe'“—%oucmR. f(0)=1- c_%:lg c=A*l

A+l 1_(A+1e™ -1
AT A A '

Conclusion :O0x O ]- 0 ; 1[, 20(X) =



